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Resume 



Get article est le texte de mon habilitation a diriger des recherches. 
On etudie differentes notions de courbure riemanniennes : lap-courbure, 
qui interpole entre courbure scalaire et courbure sectionnelle, les cour- 
bures de Gauss-Bonnet- Weyl qui constituent une autre interpolation 
allant de la courbure scalaire jusqu'a I'integrand de Gauss-Bonnet. Les 
{p, g)-courbures que nous degageons englobent toutes ces notions. On 
examine ensuite le terme en courbure de la formule classique de Weit- 
zenbock. On etudie aussi les proprietes de positivite de la p-courbure, 
la seconde courbure de Gauss-Bonnet- Weyl, la courbure d'Einstein et 
de la courbure isotrope. 



Abstract 

This paper is the text of my habilitation thesis. We study different no- 
tions of Riemannian curvatures : The p-curvatures interpolate between 
the scalar curvature and the sectional curvature, the Gauss-Bonnet- 
Weyl curvatures form another interpolation from the scalar curvature 
to the Gauss-Bonnet integrand. We bring out the {p, g)-curvatures, 
which incorporate all the previous curvatures. We then examine the 
curvature term which appears in the classical Weitzenbock formula. 
We also study the positivity properties of the p-curvatures, the second 
Gauss-Bonnet- Weyl curvature, the Einstein curvature and the isotropic 
curvature. 
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Introduction 

Mes recherches ont porte sur la geometrie et 1' analyse sur les varietes 
riemanniennes compactes de dimension > 4. Dans ce rapport, j'ai regroupe 
mes travaux suivant quatre themes principaux : 

1. Les formes doubles : Notre objectif initial etait I'etude du produit 
exterieur sur les formes doubles, dit produit de " Kulkarni-Nomizu" , 
en vue de pouvoir manipuler des courbures d'ordre superieur. En par- 
ticulier, les courbures de Gauss-Bonnet- Weyl, les {p, g)-courbures et 
les operateurs de courbure de Weitzenbock. Pour illustrer cette idee, 
signalons que I'integrand de Gauss-Bonnet, qui a la reputation d'etre 
une expression tres compliquee, s'ecrit tout simplement comme une 
puissance du tenseur de courbure (vue en tant qu'une forme double). 
Aussi, I'exemple de I'operateur de courbure qui apparait dans la for- 
mule de Weitzenbock est significatif, voir chapitre 4. 

J'ai aussitot constate que cette etude a son interet propre. Les formes 
doubles se presentent naturellement comme une generalisation des 
formes differentielles. II s'agit alors de generaliser toute la theorie clas- 
sique aux formes doubles. C'est un domaine qui a mon avis reste encore 
largement inexploite. 

2. Courbures de Gauss-Bonnet-Weyl et generalisations : Les cour- 
bures de Gauss-Bonnet-Weyl sont les invariants de courbure qui ap- 
paraissent dans la celebre formule des tubes de Weyl. Elles forment 
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une interpolation entre la courbure scalaire usuelle et I'integrand de 
Gauss-Bonnet. 

On a demontre que les courbures totales associees satisfont, comme 
pour le cas de la courbure scalaire totale, des formules de variation re- 
mar quables. Celles-ci donnent naissance a des tenseurs a divergences 
nulles du meme type que le tenseur d'Einstein usuel. Ces resultats 
nous ont amene naturellemcnt a des generalisations du probleme de 
Yamabe pour la courbure scalaire et des varietes d'Einstein. 
Par ailleurs, on a generalise la formule d'Avez pour I'integrand de 
Gauss-Bonnet en dimension 4 aux dimensions superieures. On en a 
deduit en particulier, sous certaines hypotheses geometriques, la non- 
negativite des courbures de Gauss-Bonnet- Weyl. Ces hypotheses se- 
ront ensuite caracterisees geometriquement a I'aide des {p, g)-courbures. 
Ces dernieres generaliscnt cn meme temps Ics p-courbures et les cour- 
bures de Gauss-Bonnct-Weyl. On a demontre cgalement un theoreme 
de Schur pour ces courbures et etudie leurs proprictcs geometriques. 

3. Positivite de la seconde courbure de Gauss-Bonnet- Weyl : La 

seconde courbure de Gauss-Bonnet- Weyl, notee /i4, est un invariant 
scalaire qui est quadratique en i? : le tenseur de courbure de Riemann. 
Precisement, 

/i4 = \\Rf - \\cRf + ^llc^i^f. 

Une propriete importante de la seconde courbure de Gauss-Bonnet- 
Weyl est qu'elle est non-negative pour les metriques d'Einstein. D'oii 
I'interet majeur de classifier les varietes de dimension > 4 admettant 
une metrique a seconde courbure de Gauss-Bonnet- Weyl non-negative. 
Ceci est un grand projet de recherche et se presente comme la suite 
naturellc du probleme similaire sur la courbure scalaire. 
On a alors utilise les techniques de chirurgies, submersions rieman- 
niennes et des actions de groupe de Lie pour construire des classes de 
metriques a seconde courbure de Gauss-Bonnet- Weyl positive. Aussi 
nous avons pu etablir des liens avec la positivite de la courbure section- 
nelle, de la courbure isotrope et de la p-courbure. Les resultats obtenus 
montrent une forte analogic entre le comportement de la positivite de 
la courbure scalaire et celle de /14. Voici quelques exemples : 

(a) La classe des varietes compactes a /i4 > est stable sous chirur- 
gies en codimension > 4. 

(b) Pour les varietes compactes qui sont les espaces totaux pour des 
submersions ricmannicnncs, il sufiit que les fibres soient a /i4 > 
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pour pouvoir construire une metrique a ^4 > sur I'espace total. 

(c) Soit n > 5. Tout groupe de presentation finie pent etre realise 
comme le groupe fondamental d'une variete de dimension n a 

/14 > 0. 

En contre partie, il y a des differences subtiles entre la positivite de 
ces deux courbures. En effet, on salt qu'une variete compacte admet- 
tant une metrique a courbure sectionnelle negative ne pent pas porter 
de metriques a courbure scalaire positive (c'est un resultat de Gro- 
mov). En revanche, il n'y a pas dc problcmc d'incompatibilite entre 
la negativite de la courbure sectionnelle et la positivite de h^. Ceci 
est illustre tout simplement par I'exemple d'une variete a courbure 
constante negative arbitraire !. 

4. Courbure isotrope positive : La courbure isotropc a etc introduite 
par Micallef et Moore pour les varietes de dimension > 4. Cette cour- 
bure joue le meme role dans I'etude de la stabilite des 2-splieres har- 
moniques et dans celle des surfaces minimales, que celui exercee par 
la courbure sectionnelle dans I'etude de la stabilite des geodesiques. 
L'existence d'une metrique riemannienne a courbure isotrope positive 
sur une variete compacte entraine I'annulation des groupes d'homoto- 
pies ■Ki{M) pour 2 < i < [n/2]. 

On a etabli une relation etroite entre la courbure isotrope et la (n — 4)- 
courbure, oia n est la dimension de la variete en question. En effet, ces 
deux courbures se distinguent seulement par un terme en la courbure 
de Weyl, et par consequent, elles coincident dans le cas conformement 
plat. J'ai alors utilise cette analogie pour adapter mes resultats de 
these sur la ^?-courbure au cas de la courbure isotrope. 
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Premiere partie 

Formes doubles et courbures 
riemanniennes 

1 Les formes doubles 

Le tenseur covariant de courbure de Riemann est antisymetrique par rap- 
port aux deux premiers variables ainsi que par rapport aux deux derniers. 
On pourra alors le considerer comme une forme bilineaire sur I'espace des 
bivecteurs. C'est un exemple typique d'une forme double symetrique d'ordre 
(2,2). 

Un deuxieme exemple est le tenseur de Thorpe \Th.o\ [5te] . C'est un tenseur 
de courbure d'ordre superieur ayant pour courbure sectionnelle les courbures 
de Gauss-Kronecker. Celui-ci presente les memes proprietes d'antisymetrie 
par rapport aux p-premiers variables et par rapport aux p-derniers. C'est 
une forme double symetrique d'ordre {p,p). Un troisieme exemple significa- 
tif de forme double symetrique est I'operateur de courbure de Weitzenbock. 
Ce dernier sera etudie dans le chapitre 4. 

D'autres exemples naturels de formes doubles en geometric riemannienne 
sont la courbure de Ricci, le tenseur d'Einstein, le tenseur de courbure de 
Weyl, le tenseur de Schouten, la seconde forme fondamentale,.... 
Le produit exterieur usuel sur les formes se generalise naturellement aux 
formes doubles. On obtient alors le produit dit de " Kulkarni-Nomizu" . 
Ce produit a le merite de rendre maniable des expressions naturelles, mais 
compliquees, en la courbure de Riemann. Un exemple signifiant est I'integrand 
de Gauss-Bonnet. II s'ecrit tout simplement, a une constante pres, comme 
une puissance du tenseur de courbure de Riemman. Un autre exemple est 
I'operateur de courbure de la formule de Weitzenbock, voir chapitre 4. 
Les formes doubles ont ete introduites pour la premiere fois par De Rham, 
ensuite reprises et devoloppees dans les annees 70 par Kulkarni [Kul\ . No- 
mizu |Nom] . Gray [Graj . Kowalski [Kow] .... Elles sont aussi etudiees en phy- 
sique mathematique, voir les travaux recents de Senovilla [Sen] et les references 
qui y sont citees. 

Dans ce chapitre, on se propose de presenter notre contribution dans ce su- 
jet. II s'agit essentiellement de resultats techniques mais d'utilite majeure 
pour la suite de notre etude. 

Pour fixer les notations commengons par les definitions : 

Soit {V,g) un espace vectoriel Euclidien (oriente) reel de dimension n. Dans 
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la suite on identifier a, sans le signaler, les espaces vectoriels et leurs duaux via 
les structures Euclidiennes. Soit A*^ = 0p>o K*pV (resp. KV = 0p>o A^y) 
I'algebre des p-formes (resp. p- vectors) sur V . En prenant des produits tenso- 
riels, on definit I'espace des formes doubles V = K*V ® h*V = ©pg>o^^''' 
oil P^''' = A*^V ® A*'^V . C'est une algebre bi-graduee associative, oii la 
multiplication est notee par un point, celui ci sera omis des que convenable. 
Rappelons que tout element du produit tensoriel P^'"^ = A*pV h*^V pent 
etre canoniquement identifie a une forme bilineaire NPV x h9V — > R. Ceci 
etant une forme multilineaire antisymetrique par rapport aux p-premiers 
arguments ainsi qu'aux g-derniers. Sous cette identification, le produit de 
wi S P^'^ et ijJ2 £ P'^'** est donne par 

uJi.ui2{xi A ... A Xp+,., yi A ... A y^+s) 

= p[^\ e(tT)e(pVi(x,(i) A... Aa;,(p);yp(i) A... A2/p(g)) 

'^2iXa{p+l) A ... A 2;a(p+r); yp{g+l) A ... A ^^(g+s))- 

En particulier, le produit du produit scalaire g avec lui meme /c-fois determine 
le produit scalaire canonique sur A^V. Precisement on a 

g''{xi A ... Axk,yi A ... Ayk) = k\det[g{xi,yj)]. 

1.1 L'application de multiplication par 

L'application de multiplication par g'' dans P joue un role fondamen- 
tal dans I'etude des formes doubles. On a montre le resultat suivant qui 
generalise un lemme dii a Kulkarni |Kul| dans le cas k = 1 : 

Proposition 1.1 ( [Lab 7] ) L'application de multiplication par g^ est une 

application injective sur D^''' des que p + q + k < n + 1. 

Ce resultat nous a permis d'une part de simplifier des calculs autrement tres 
compliques, voir chapitre 3 et d'autres exemples de calculs simplifies dans 
|Lab71lLabllj . et d'autre part de mieux comprendre la structure de I'algebre 
des formes doubles. 

Une deuxieme application fondamentale dans V est l'application de contrac- 
tion c. Elle envoie D^''^ sur DP"!'"?-! et elle est I'adjointe de la multiplication 
par g comme on le verra dans la section ci-dessous. 

Ces deux applications ne commutent pas en general. Dans |Lab7j on a etabli 
apres un calcul delicat, une formule explicite pour la difference c^g^ — g^c^. 
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Cette formule a ete I'ingredient principal dans I'elaboration de la proposi- 
tion precedente. 

Signalons au passage que, contrairement a toute impression spontanee, notre 
proposition ne pent pas etre obtenue par de simples applications successives 
du lemme de Kulkarni. 

Passons maintenant au produit scalaire sur T>. Le produit scalaire cano- 
nique sur A*PV induit naturellement un produit scalaire sur les espaces 
jjp,q ^ On le notera par <, >. 

On etend <, > a P en posant D^''' _L Z)^'* si p 7^ r ou si (7 7^ s. 
Dans la proposition suivante on a montre que la contraction dans V est 
I'adjointe de la multiplication par g : 

Proposition 1.2 ( |Lab7j ) Pour tout ul>i,uj2 ^ V on a 

< gUJi,UJ2 > = < UJi,CUJ2 > . (1) 

En particlier, pour tout k>l, on a < g^uJi,L02 >=< uji,c'^uj2 >■ 

1.2 L'operateur de Hodge generalise 

On suppose que I'espace V est oriente. L'operateur de Hodge * : MV* — > 
A"~Py* s'etend de maniere naturelle pour donner un operateur lineaire * : 

£)P,<? ^ Jjn~p,n-q_ p^^^. = ^ 62 On pOSe 

*U) = *di ® *^2- 

Notons que *a;(., .) = uj[*.,*.) en tant que forme bilineaire. Plusieurs pro- 
prietes de l'operateur de Hodge usuel se generalisent alors naturellement, 
voir [OT7l[Ltb9j . 

L' operateur de Hodge generalise s'est revele un outil tres utile dans notre 
etude et nous a permis, en particulier, d' etablir une deuxieme formule simple 
reliant I'application de contraction c a la multiplication par g : 

Proposition 1.3 ( [Lab7| ) Pour tout to £ V, on a 

goj = *c* oj. (2) 
En particulier, pour tout k > 1 et uj £ D^'^ , on a g^uj = * oj. 
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Mentionnons au passage que I'operateur de Hodge peut etre etendu aux 
formes doubles selon deux autres manieres supplementaires. Pour to comme 
ci-dessus on pose *iu; = *9i (8" 62 et *2UJ = 9i *^2- Les operateurs ainsi 
obtenus ont I'inconvenient de ne pas conserver la symmetrie mais ils ont leurs 
interets propres. Voir les travaux recents de |Senj pour des applications en 
physique mathematique de ces difFerentes extensions. 

1.3 Decomposition orthogonale 

Notre objectif ici est de generaliser, aux tenseurs de courbures d'ordre 
superieur, la decomposition standard du tenseur de courbure de Riemann 
R, qui rappelons le affirme que : 



Oil W, cR et c^R designent respectivement les courbures de Weyl, Ricci et 
la courbure scalaire. 

On se place, comme on I'a fait jusqu'ici, dans le cadre algebrique. Re- 
marquons que pour uji G ker c, guj2 G gD^''^ et en utilisant ([1]) , on a < 
L0i,guJ2 >=< cuJi,uJ2 >= 0. On obtient alors (pour des raisons de dimen- 
sion) la decomposition orthogonale Z^P+^'^+i = Kerc0 gD^''^, et ceci pour 
tout p,q >0 tels que p + q < n—1. Si on note par E^''^ le noyau ker c C D^''^, 
on obtient par consequent la decomposition orthogonale suivante de D^'"^ : 



oil r = mm{p,q}. Pour une forme double donnee, on a pu etablir une for- 
mule explicite pour ses differentes composantes suivant la decomposition 
precedente comme suit : 

Theoreme 1.4 ([Lab7j) Suivant la decomposition orthogonale toute 
uj € D^'P se decompose comme suit 




DP'i = EP''^ gEP 



i-l,q-l 



5' 



(3) 



UJ = ujp + g.ujp^i + ... + gP.^ 



^0, 




{n — p — k)\ 



k 



(-ir 



{p - k)l{n - 2k)\ 



cP-\co) + J2 



UZoin-2k + 2 + i) r\ 



r=l 
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On retrouve, en particulier, la decomposition standard citee ci-dessus du 
tenseur de courbure de Riemann pour p = 2 et uj = R. 



Notons par ailleurs que pour lo G D^'P, la composante = con a; depend 
seulement de la classe conforme de la metrique g. Elle generalise alors le ten- 
seur de courbure de Weyl. Cette constatation a amene Nasu a etudier dans 
|Nas2) une generalisation des varietes conformement plates : les varietes 
Q'-conformement plates. Celles-ci sont caracterisees par I'annulation de la 
composante u;2q du tenseur de courbure de Gauss-Kronecker R'^. 
Enfin, signalons que la decomposition precedente n'est pas en general irreductible 
sous Paction du groupe orthogonal. Ceci etant essentiellement du au fait que 
les sous-espaces verifiant la premiere identite de Bianchi sont invariants, voir 



1.4 L'algebre des structures de courbure 

Notons par les elements symetriques de D'^'P. Suivant Kulkarni, on 
definit l'algebre des structures de courbure comme la sous-algebre commu- 



Rappelons que la premiere somme de Bianchi, notee ici par B, envoie 
PP''^ dans DP+i'"?"!. Le noyau ker^B est stable par la multiplication dans D. 
On appelera alors la sous-algebre commutative Ci = C D ker^?, l'algebre des 
structures de courbure verifiant la premiere identite de Bianchi. 
Notons par les elements a trace nulle dans Cf . II est utile de mentionner 
ici que Kulkarni |Kulj a demontre que est irreductible sous Paction du 
groupe orhogonal. II en a par consequent etabli la decomposition orthogonale 
de en composantes irreductibles comme suit : 



Comme pour le cas du tenseur de courbure de Riemann, toute structure 
de courbure w G Ci est completement determinee a partir de sa courbure 
sectionnelle. De plus, une structure de courbure w € satisfait la premiere 
identite de Bianchi si et seulement s'il en est de meme pour *uj. Nous avons 
utilise ces constatations pour etablir une formule explicite pour Poperateur 
de Hodge. Le resultat est : 

Theoreme 1.5 ( [Lab7| ) Soit oj ^ C\ et 1 < p < n, alors on a 



tativeC = ep>oCP- 



C^, = E^, (B gSr' (B g- 



'^Ef-^ e ... e gPE' 



p 





r=max{0,2p— n} 
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De plus, suivant la decomposition pour uj = Y1\=q 9^ ^ ■ 

min{p,n— p} 

[n-p-ty. 

Remarquons que pour n = 2p, I'operateur de Hodge generalise ne depend 
que de la classe conforme de la metrique g. En efFet, les termes g^duj restent 
inchanges apres un changement conforme de la metrique. 

1.5 La seconde somme de Bianchi et I'operateur Hessien 
generalise 

Soit {M,g) une variete riemannienne de dimension n et T^M son es- 
pace tangent au point m € M. On notera aussi par D''''?, C^, Cf... les fibres 
vectoriels sur M ayant pour fibres en m, les espaces DP'''{TmM), C^{TmM), 
CfiTmM).... 

On remarque que tons les resultats algebriques precedents sont encore va- 
lables sur I'anneau des sections de ces fibres. Le produit scalaire des sections 
etant bien evidemment le produit scalaire integral. 

La seconde somme de Bianchi D envoie D^''^ dans D^^^''^. Sa restriction a 
pp,o coincide avec —d, oil d est I'operateur de derivation exterieur sur les 
p-formes. Une deuxieme extension naturelle de d est I'operateur D. II est 
analogue a D mais en revanche envoie D^''^ sur D^''^'^^. Precisement, pour 
UJ G T)P''^, on pose 

<7+l 

{Duj){xiA...AXp,yiA...Ayg+i) = Y{-iyVy^uj{xiA...AXp,yiA...AyjA...Ayg+i). 

i=i 

Notons qu'en general, contrairement a la derivation exterieure ordinaire, on 
n'a ni D'^ = ni D'^ = 0. 

On introduit maintenant I'operateur 6 = cD + Dc qui est defini sur les 
formes doubles et generalise I'operateur 6 classique sur les formes. Par un 
calcul direct on a montre que : 

Proposition 1.6 ( [Lab9] ) Soient (M, g) une variete riemannienne orientee, 
D sa seconde somme de Bianchi, et * I'operateur generalise de Hodge. Alors, 
pour toute (j),q) -forme u sur M telle que p > 1 on a 

5uj = *D * UJ. 
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De plus, si M est compacte, Voperateur {-l)P+^+ip+i){n-P-q) ^ . jjp+i,g _^ 
DP''^ est V adjoint formel de Voperateur D. 

Cette derniere proposition etend aux formes doubles un resultat classique 
pour les formes differentielles. 

D'une maniere similaire, on introduit I'operateur 5 = cD + Dc. Alors pour 
toute (p, g)-forme oj avec g > 1 on montre que 5oj = *D*ijj. Aussi, pour une 
variete compacte, I'adjoint formel de D est I'operateur (— 1)5+i^+(p+'J)("-p-'3)^ ; 

Finalement, en combinant les operateurs precedents, on definit I'operateur 
DD + DD qui envoie, pour tout p, dans C^^^. II generalise I'operateur 
Hessien usuel sur les fonctions (p = 0). 

II est remarquable que ce Hessien generalise apparait naturellement dans la 
premiere variation du tenseur de courbure de Riemann une fois considere 
comme une forme double symetrique, voir chapitre 2. Son adjoint formel est 
donne, d'apres ce qui precede, par 

(_l)n-p-'/-i[^j + 65] = * [DD + DD]* : CP+^ ^ CP. (4) 

2 Les courbures de Gauss-Bonnet-Weyl 

2.1 Introduction 

Les fonctions symetriques paires sur les valeurs propres de la seconde 
forme fondamentale d'une hypersurface de I'espace Euclidien sont intrinseques 
Elles peuvent alors etre definies pour n'importe quelle variete riemannienne 
et on les appelle alors courbures de Gauss-Bonnet-Weyl. Elles forment une 
interpolation entre la courbure scalaire usuelle et I'integrand de Gauss- 
Bonnet et apparaissent toutes dans la celebre formule des tubes de Weyl 
[We^ - 

Ces courbures generalisent naturellement la courbure scalaire. De plus, elles 
ont le merite de satisfaire une formule de variation semblable a celle satis- 
faite par la courbure scalaire. Cette formule donne naissance a des tenseurs 
d'Einstein generalises, dits d'Einstein-Lovelock. lis sont egalement, comme 
le tenseur d'Einstein usuel, a divergence nulle. 

On va tout d'abord commencer par la definition precise des ces courbures, 
ensuite on donnera quelques exemples pour mieux situer ces invariants parmi 
les autres courbures bien connues. 

Soit R le tenseur de courbure de Riemann d'une variete riemannienne (M, g) 
de dimension n. On note par R'^ le produit de R avec lui meme g-fois dans 
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I'anneau de courbure. Soulignons que les tenseurs R'^ coincident avec les 
tenseurs de courbure de Gauss-Kronecker. 

II n'est pas inutile de rappeler que R^, ainsi que tous les tenseurs g^Ri et 
*gPRi, satisfont la premiere identite de Bianchi. 

Pour 1 < 2q < n, la {2q)-ieme coubure de Gauss-Bonnet-Weyl, notee par 
h2q, est la contraction complete du tenseur Ri. Precisement, on pose 

La denomination de ces courbures est justifiee par les faits suivants : 
Notons que /12 = ^c^R est la moitie de la courbure scalaire. Pour n paire 
(n = dimM), la courbure hn coincide, a un facteur constant pres, avec 
I'integrand de Gauss-Bonnet. De plus, pour tout k, 1 < 2k < n, la courbure 
/i2fc coincide, a un facteur constant pres, avec les invariants de courbures qui 
apparaissent naturellement dans la formule des tubes de Weyl. 
Signalons enfin qu'en utilisant la formule explicite de I'operateur de Hodge 
generalise, on pent reecrire ces courbures comme suit : 

Void, ci-dessous quelques exemples, pour plus de detailles voir jLabTj lL"ab8| : 

- Soit (M, g) une variete riemannienne a courbure sectionnelle constante 
A, alors pour tout q, la courbure h2q est constante et egale a 

A%! 

^'"^ " 2i{n-2qy.- 

- Solent (M, g) une hypersurface de I'espace Euclidien et Ai < A2 < 
... < An les valeurs propres de sa seconde forme fondamentale B en un 
point donne. Alors en ce point on a, 

n2q-^^ 2^ Aii...Ai2^. 

I<ii<...<i2q<n 

Par consequent, les courbures h2q coincident, a un facteur constant 
pres, avec les fonctions symetriques S2q des valeurs propres de B. 

- Soit {M,g) une variete riemannienne conformement plate. II est bien 
connu que son tenseur de courbure est alors determine par le tenseur 
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de Schouten h, precisement R = gh. 

Un calcul direct montre que les courbures h2q coincident, a un facteur 
constant pres, avec les fonctions symetriques des valeurs propres de 
h. Ces courbures ont ete recemment etudiees par Gursky, Viaclovsky, 
Trudinger,..., voir |Gu-Vil fSTWj . lis ont, en particulier, prouve une 
generalisation du probleme de Yamabe pour ces courbures. 

2.2 Les tenseurs d'Einstein-Lovelock 

Apres la metrique elle meme, le tenseur d'Einstein est, a un facteur 
constant pres, I'unique combinaison lineaire de la metrique et de sa courbure 
de Ricci a etre a divergence nuUe. 

En remplagant la courbure de Ricci cR par la courbure de Ricci generalisee 
^q-ij^q gj-^ imposant les memes conditions citees ci-dessus on obtient le 
tenseur d'Einstein-Lovelock d'ordre 2q. 

Ces tenseurs peuvent etre introduits d'une autre maniere, comme suit : 
Rappelons d'abord qu'on obtient le tenseur d'Einstein, ou plus precisement 
sa courbure sectionnelle dans une direction f , en contractant completement 
le tenseur de courbure de Riemann dans les directions orthogonales a v. 
D'une maniere similaire, en remplagant le tenseur de Riemann par le tenseur 
de Gauss-Kronecker on obtient les tenseurs d'Einstein-Lovelock. 
La definition precise est comme suit : 

Definition 2.1 Le tenseur d'Einstein-Lovelock d'ordre 2q, note T2q, est 
defini par 

T2q = h,qg - ^^-l^C^^-li?'?. (5) 

Le tenseur (2g-i)! est I'analogue du tenseur de Ricci pour le tenseur 

R'^. Remarquons alors I'analogie avec le tenseur d'Einstein. En particulier, 
pour g = 1, on retrouve ce dernier i.e. T2 = \c^Rg — cR. 
Notons que ces tenseurs ne satisfont pas generalement la deuxieme identite 
de Bianchi, en revanche ils sont a divergences nulles. 

La nullite de la divergence pour les tenseurs d'Einstein-Lovelock est une 
consequence du fait general suivant : si une fonctionnelle riemannienne ad- 
met un gradient L^, ce gradient est a divergence nulle. Cette remarque est 
diie a D. Bleecker et remonte en fait a Hilbert, voir le chapitre 4 de Besse 
[B^ . 
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2.3 Une formule de variation 

Soit M une variete C°° (orientee) et compacte de dimension n, et soit 
A4 I'espace des metriques riemanniennes C°° sur M muni d'une L^-norme 
naturelle de Sobolev. Celui-ci nous permettra de parler de fonctionnelles 
differentiables — > R. Une fonctionnelle : — > R est dite riemannienne 
si elle est invariante sous Taction du groupe des diffeomorphismes. On dit 
que F a un gradient en g s'il existe un tenseur symetrique a G tel que 
pour tout tenseur symetrique h £ on a 

F'gh = ^ |i=o F{g + th) =< a, h >, 

ou represente I'espace des tenseurs symetriques dans A*M(8)A*M et <, > 
le produit scalaire integral. 

Rappelons que la fonctionnelle classique de courbure scalaire totale est 
definie par 

Jm 

oil (pR represente la courbure scalaire de g et fig I'element de volume de g. 
Les points critiques de cette fonctionnelle, une fois restreinte a M.i = {g G 
Ad : vo\{g) = 1}, sont les metriques d' Einstein. 

La fonctionnelle riemannienne suivante generalise d'une maniere naturelle 
S : 

H2k{g) = / h2kflg, 

Jm 

Remarquons que pour k = 1, H2 = S/2 est la moitie de S. Aussi, si la 
dimension n de M est paire, alors ne depend plus de la metrique. Elle 
est, a un facteur constant pres, la caracteristique d'Euler-Poincare de M. 
M. Berger a demontre, voir [Berj . que le gradient de H4, comme le gradient 
de S, depend seulement du tenseur de courbure de Riemann R et non pas 
de ses derivees covariantes. II a alors pose la question si ce phenomene reste 
vrai pour toutes les autres H2k- 

Le theoreme suivant donne une reponse affirmative a cette question : 

Theoreme 2.1 ( |Lab9| ) Soit {M,g) une variete riemannienne compacte 
de dimension n. Pour tout entier k, tel que 2 < 2k < n, la fonctionnelle 
H2k est differentiable, et en g on a 

H'2kh = ^ < T2k,h > . 
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Oil T2k est le tenseur d'Einstein-Lovelock d'ordre 2k defini ci-dessus. 

Remarquons que pour = 1, on a i^g^ = ^ < ^2, h >= ^ < ^^g — R\c, h > . 

Ceci n'est autre que la formule classique pour la courbure scalaire totale. 
Aussi, pour 2k = n, on obtient H'^h = | < T^, h >= 0. Ceci etant previsible 
car Hn ne depend plus de la metrique, comme I'affirme le theoreme de Gauss- 
Bonnet. 

Notons que ce resultat a ete premierement etabli par Lovelock |Lovj en 
utilisant le calcul tensoriel classique. Get article [Lov| reste tres peu connu 
dans les milieux mathematiques. 

ESQUISSE DE LA DEMONSTRATION. On note tout d'abord que la derivee 
directionnelle du tenseur de courbure de Riemann vu comme une forme 
double symetrique s'ecrit : 

R'h=^{DD + bD){h) + ^Fh{R). (6) 

ou {DD + DD) est I'operateur Hessien generalise, voir chapitre 1, et pour 
tout h G C^, Fh : C ^ C est un operateur auto-adjoint qui agit par 
derivations sur C. En particulier, 

Fh{R) = h{R{x, y)z, u) — h{R{x, y)u, z) + h{R{z, u)x, y) — h{R{u, z)x, y). 

Ensuite, on calcule la derivee directionnelle de h2k en g. On obtient, 

Oil {56 + 66) esl I'adjoint formel du Hessien {DD + DD), voir chapitre 1. 
Enfin, la preuve s'acheve en utilisant le theoreme de Stockes comme suit 



j^^(^Kk.h+'^tTgh^ fig 



1 ^2fe-l h 

1 c^''-^ 1 

2 ^ {2k-l)\ 2 



16 



2.4 Le probleme de Yamabe generalise 

Comme consequence directe du theoreme precedent, on a demontre que : 

Proposition 2.2 ( |Lab9| ) Soit{M,g) une variete riemannienne compacte 
de dimension n > 2k. La courhure de Gauss- Bonnet-Weyl /i2fc esi constante 
si et seulement si la metrique g est un point critique de la fonctionnelle H2k 
restreinte a V ensemble Confo(5') des metriques ponctuellement conformes a 
g et ayant le meme volume total. 

II est alors naturel de se poser la question si pour tout /c on a : 

Dans toute classe conforme d'une metrique riemannienne sur une variete 
compacte, il existe une metrique riemannienne a courbure de Gauss-Bonnet- 
Weyl constante. 

Le probleme suivant, dit fifc-probleme de Yamabe, est etroitement lie a la 
question precedente. Elle est actuellement I'objet de recherches intensives, 
voir le compte rendu de Viacklovsky [Via| . et on pent I'enoncer comme suit : 

Notons par ak les fonctions symetriques des valeurs propres du tenseur de 
Schouten. Pour tout k, il existe dans chaque classe conforme d'une metrique 
donnee sur une variete compacte, une metrique riemannienne a courbure ak 
constante. 

Ces deux problemes coincident dans le cas conformement plat si k est 
pair, puisque les deux courbures h2k et a2k coincident a un facteur constant 
pres. Aussi, dans le cas /c = 1, les deux problemes coincident avec le celebre 
probleme de Yamabe. 

Le cTfc-probleme de Yamabe a ete recemment resolu pour k > n/2 par Gursky 
et Viaclovsky |Gu-Vij en supposant que la metrique est "admissible". En- 
suite Sheng, Trudinger et Wang [STWj ont complete les cas oil 2 < k < n/2 
en imposant en plus que I'equation en question soit variationnelle. 
Notons toutefois qu'auparavant ce meme probleme a ete resolu dans le cas 
conformement plat par Li et Li [Li-Lij et Guan et Wang |Gu-Wa| . 
Soulignons enfin que, contrairement a ce qu'on pent comprendre de [STWj . 
les fonctions h2k sont en general differentes des fonctions symetriques des 
valeurs propres de I'operateur de courbure. Ces dernieres sont au nombre de 
n(n — l)/2 qui est nettement plus grand que n/2. Aussi, on pent se rendre 
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compte de la difference entre ces courbures en considerant le cas d'une fiy- 
persurface de I'espace Euclidien ou meme dans le cas conformement plat. 
Toutefois, il serait utile d'etablir des relations algebriques entre ces inva- 
riants. 

2.5 Varietes d'Einstein generalisees 

Les metriques d'Einstein usuelles sont les points critiques de la fonc- 
tionnelle de la courbure scalaire totale, une fois restreinte aux metriques de 
volume 1. Par analogic, en considerant les points critiques de la fonction- 
nelle de la courbure de Gauss-Bonnet- Weyl totale on obtient des varietes 
d'Einstein generalisees. Plus precisement : 

Pour 2 < 2fc < n, on dira que (M, g) est une variete (2/c)-Einstein si le 
tenseur d'Einstein-Lovelock d'ordre 2k est proportionel a la metrique, i.e. 

T2k = Xg. 

Du fait que les tenseurs sont a divergence nulle, la fonction A est alors 
constante. Remarquons aussi que les varietes 2-Einstcin sont les varietes 
d'Einstein usuelles. De plus, pour n = 2k, on a T2k = 0, alors toute metrique 
riemannicnnc sur unc varictc dc dimension n est n-Einstcin. 

La classe des varietes d'Einstein generalisees d'ordre 2k contient les varietes 
a courbure sectionnelle constante et toutes les varietes homogenes a isotro- 
pic irreductible munics dc Icurs metriques riemanniennes naturelles. 
Dans les lignes qui suivent, je vais presenter quelques remarques sur ces 
metriques. : 

- Soit M unc varictc ricmannienne de dimension n, le produit rieman- 
nien standard M x R'^ est tel que = pour 2k > n, mais T2 n'cst 
pas en general identiquement nulle. Get exemple nous amene a penser 
naturellement que la condition pour une metrique d'etre d'Einstein 
au sens usuel est plus forte. Gependant, ceci n'est pas toujours le cas 
comme le montre le contre exemple suivant : 

- Soit M une variete ricmannienne de dimension 4 Ricci-plate mais pas 
plate, par exemple une surface K3 munie de la metrique de Galabi- 
Yau. Si Ti est le tore plat, alors le produit riemannien M x Ti est 
d'Einstein au sens usuel. En revanche celui-ci n'est pas 4-Einstein. 

- Rappelons que, voir chapitre 1, le tenseur de Gauss-Kronecker admet 
la decomposition suivante 

R"^ = C02q + 90J2q-l + - + Q^'^'^COl + g^'^UQ 
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On montre |Lab7j qu'une metrique est (2g)-Einstein si et seulement si 
la composante uji est identiquement nulle. Ceci generalise un resultat 
similaire pour les metriques d' Einstein usuelles. 



3 Les {p, g)-courbures 

3.1 Introduction 

La metrique g et le tenseur de courbure de Riemann R satisfont la 
premiere et la deuxieme identite de Bianchi, alors il en est de meme pour 
tous les produits g^R'^. Par dualite, les tenseurs *{gPR'^) satisfont eux aussi 
la premiere identite de Bianchi et sont tous a divergence nulle. 
Ces tenseurs de {p, g)-courbure sont completement determines a partir de 
leurs courbures sectionnelles. lis englobent plusieurs courbures bien connues, 
y compris, les courbures : scalaire, sectionnelle, de Gauss-Kronecker, toutes 
les p-courbures, tous les invariants de courbure de la formule des tubes de 
Weyl, ainsi que les courbures d'Einstein-Lovelock ... 
Commengons tout d'abord par la definition : 

Definition 3.1 La {p^q)- courbure, notee S(j,^q^, pour 1<(7<§ eiO<p< 
n — 2q, est la courbure sectionnelle du {p,q) -tenseur de courbure suivant : 

Precisement, pour un p-plan tangent, S(^p g-^{P) est la courbure sectionnelle 
du tenseur g"~^'^~Pi?'^ dans la direction du {n—p)-plan supplementaire 

et orthogonal a P. 

Remarquons que les tenseurs R(p.q) satisfont la premiere identite de Bianchi 
mais en general pas la deuxieme. En revanche, ils sont toujours a divergence 
nulle. En effet, 

SR(va) = ^1 77 * (5""^^"^^?'') = *D- i [gn--il-VRQ\ = Q. 

^^'^^ {n-2q-p)\ ^ {n-2q-p)\^^ ' 

En particulier, on a montre que : 

Proposition 3.1 (Theoreme de Schur [Lab9]) Soitp,q > 1. Si en tout 
point m € M, la {p,q)- courbure est constante, alors elle est constante. 



19 



Ces courbures generalisent plusieurs notions de courbures bien connues. No- 
tons que pour g = 1, on a S(p i) = Sp, ou Sp est la p-courbure que j'avais 
etudie dans ma these, voir ci-dessous. En particulier, S(o,i) est la moitie de la 
courbure scalaire, et S(„_2,i) coincide avec la courbure sectionnelle de {M,g). 
Aussi, pour p = et 2q = n, S(o,^) = *R^^'^ est, a un facteur constant pres, 
la courbure de Killing-Lipschitz. Plus generalement, la courbure S{n-2(j,g) 
est, a un facteur constant pres, la courbure de Killing-Lipschitz de P-^. Cette 
derniere n'est autre que la (2p)-courbure sectionnelle definie par Thorpe, voir 

Pour p = 0, S(o,ij) = * (n-2q)\ S"^ ^'^R'^ = j^c^'^R'^ est la courbure de Gauss- 
Bonnet- Weyl introduite dans le chapitre 2. 

Finalement, pour p = 1, S(i^q) est la courbure sectionnelle du tenseur d'Einstein- 
Lovelock etudiee aussi dans le chapitre 2. 



3.2 La p-courbure 

Dans cette section, on va s'interesser au cas particulier q = 1. On retrouve 
alors la p-courbure. 

Rappelons que la p-courbure, notee Sp, est definie pour 0<p<n — 2en 
etant la courbure sectionnelle du tenseur 



(n -2-p)l 

Pour unp-plan tangent en m S M, Sp{P) est la moitie de la courbure scalaire 
en m de la sous variete totalement geodesique exp^ P-*- de M. Pour p = 0, 
on retrouve la courbure scalaire usuelle, et pour p = n — 2 elle coincide avec 
la courbure sectionnelle. 

En utilisant les resultats du chapitre 1, on a demontre aisement le theoreme 
ci-dessous. Celui-ci etabli une caracterisation geometrique des metriques a 
courbure sectionnelle constante, des metriques conformement plates a cour- 
bure scalaire constante et aussi des metriques d'Einstein. Signalons que des 
resultats semblables ont ete d'abord demontres dans ma these et ensuite 
par Chen-Dillen-Verstraelen-Vrancken dans |SDVVj en utilisant des calculs 
assez longs ! 

Theoreme 3.2 ( ||Lab7| ) 1. Pour tout 2 < p < n — 2, la p-courbure 
est constante si et seulement si {M,g) est a courbure sectionnelle 
constante. 
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2. Pour tout 1 < p < n — 1, {M,g) est une variete d'Einstein si et 
seulement si la fonction P — > Sp(-P) — Sn-p{P'^) = A est constante. De 
plus, si tel est le cas on a X = "'~^^^ c^R. 

3. Pour tout 2 <p < n-2 etp ^ ^, la fonction P Sp{P)+Sn-p{P^) = 
A est constante si et seulement si (M, g) est a courhure sectionnelle 
constante. De plus, si tel est le cas on a X = ^p(p~i)^+(^~^p)("~i) 

4- Soit n = 2p, alors {M,g) est conformement plate a courhure scalaire 
constante si et seulement si la fonction P Sp{P) + Sp{P-^) = X est 
constante. De plus, dans ce cas on aura X = 

Idee de demonstration. Les conditions precedentes se lisent au niveau 
des tenseurs de courbure correspondants comme etant proportionnels a une 
certaine puissance de la metrique. On acheve la demonstration, tout simple- 
ment, apres une division des deux membres de I'equation obtenue (au niveau 
des tenseurs) par une puissance adequate de la metrique g. Et ceci grace a 
la proposition 1 du chapitre 1. 

3.3 Proprietes des (p, g)-courbures 

Dans cette section on presente les generalisations des resultats precedents 
au cas des {p, g)-courbures. Les demonstrations sont identiques au cas de la 
p-courbure. 

Le resultat suivant caracterise les metriques a {p, g)-courbure constante. 

Proposition 3.3 ([Lab7j) 1. Pour tout {p, q) tel que 2q < p < n — 2q, 

la {p, q)-courbure S(p,5) = A est constante si et seulement si la courbure 
sectionnelle du tenseur de Gauss-Kronecker R'^ est constante et egale 

, A(2<ir)!(n-p-2g)! 

2. Pour tout {p, q) tel quep < 2q, la {p, q) -courbure Sf^p^q^ = c est constante 
si et seulement si le tenseur (P''^^'p{R'^) est proportionel a la metrique, 
i.e. c^i-PiR") = XgP. 

Rappelons qu'une metrique est dite d'Einstein si son tenseur de Ricci cR 
lui est proportionnel. La condition 2 precedente pent etre consideree alors 
comme une generalisation de la condition d'Einstein. 

Le resultat suivant specific cette condition et generalise un resultat similaire 
pour les metriques d'Einstein : 
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Proposition 3.4 ( |Lab7| ) Pour I < p < 2q, le tenseur c^'^ "^{W) est pro- 
portionel a la metrique si et seulement si 

iOi = pourl < i < min{p, n — p}, 

oil les oji sont les composantes de suivant la decomposition orthogonale 
donnees par Ri = E^=o5^^~'^i- 

Finalement, on a caracterise geometriquement I'annulation des difFerentes 
composantes oji dans la decomposition orthogonale de R'^ et ceci en utilisant 
les (p, g)-courbures. 

Proposition 3.5 QLabTj ^ Soit2q <r < n-2q, n^2r etR'i = Ei=o f^^"*'^'' 
alors 

1. La fonction P —>■ — ■S(„_^ g)(P"'") = A est constante si et seule- 
ment siuJi = pour I <i<2q-l et ( (J^ag-!-)! ~ (r-2g)! )'^o = 

2. La fonction P + S(„_j,_g)(P"'-) = A est constante si et seule- 
ment si uji = pour 1 < i < 2q et ( (^"^T-r)! + {r-2qy. )^0 = A. 
Autrement dit, est a courbure sectionnelle constante. 

Les cas restants sont discutes dans la proposition suivante : 

Proposition 3.6 ( [Lab7] ) Soit 2q < r < n — 2q et n = 2r, alors 

1. La fonction P —^ S(^j.,q){P) ~ ^{r,q){P'^) = A est constante si et seule- 
ment si uJi = pour les i impairs tels que 1 <i <2q — \ etA = 0. 

2. La fonction P — > S(^r,q){P) + S{r,q){P'^) = A est constante si et seule- 
ment si UJi = pour les i pairs tels que 2 < i <2q et 2 ^^^'^^y UJo = A. 

3.4 Formule d'Avez generalisee 

Rappelons que la formule d'Avez |Avej montre que I'integrand de Gauss- 
Bonnet en dimension 4 est donne par /i4 = Ylr=o ^{rl)'^ |c^Pp- Cette formule 
a servi en particulier a demontrer que les varietes d'Einstein compactes et 
de dimension 4 ont leurs caracteristiques d'Euler-Poincare non-negative. 
On a generalise le resultat precedent aux dimensions superieures comme 
suit : 
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Theoreme 3.7 QLabTQ Soit n = 2p et uj,e e Cf, dors 

r=0 ^ 

En particulier, si n = 4q, alors I'integrand de Gauss-Bonnet est donne par 
Le result at suivant est du meme type : 

Theoreme 3.8 ( ]Lab7j ) Suivant la decomposition orthogonale\^ soit lo = 
^n-p^„_p_,^^ G et e = Er=o5^^*^« e Cf , alors 

min{p,n—p} 

*{u:e)= Yl {-inn-2r)\<uj,,di> . 

r=0 

En particulier, pour tout q tel que n > iq on a 
1 

^1)- i=0 

Le cas q = 1 est particulierement interessant. En effet, si i? = a;2 + goJi + 
g'^LOo est la decomposition standard du tenseur de courbure de Riemann. Le 
theoreme precedent affirme qu'en dimension > 4 on a 

(n - 4)!/i4 = n\\uJo\'^ - (n - 2)!|a;ip + (n - 4)!|a;2p. 

Par consequent, on a pu demontrer que : 

Theoreme 3.9 ( [TiabTl |Lab8] ) 1. Pour une variete d'Einstein {M,g) 
de dimension n > 4 on a /i4 > 0. De plus = Q si et seulement si 
{M, g) est plate. 

2. Si une variete conformement plate {M, g) est a courbure scalaire nulle 
et de dimension n > 4, alors /14 < 0. De plus, /14 = si et seulement 
si (M, g) est plate. 

On en deduit alors une obstruction geometrique a I'existence des metriques 
d'Einstein ainsi que pour les metriques conformement plates a courbure sca- 
laire nulle. 
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Rappelons qu'en dimension > 5 on ne connait pas d'obstructions topolo- 
giques a I'existence de metriques d'Einstein. Jusqu'ici, les seules obstruc- 
tions connues sont celles obtenues en imposant la condition supplementaire 
de positivite de la constante d'Einstein. Celle-ci force la courbure scalaire 
et la courbure de Ricci d'etres positives, et on salt qu'on a des restrictions 
topologiques dans ces cas. 

L'obstruction geometrique precedente a I'avantage d'etre independante du 
signe de la constante d'Einstein. C'est d'ailleurs ce resultat qui a motive 
notre etude de la positivite de la seconde courbure de Gauss-Bonnet- Weyl. 
Le theoreme precedent se generalise naturellement pour les courbures superieures 

comme suit : 

Theoreme 3.10 Soit {M,g) une variete riemannienne de dimension n > 
4q et telle que le tenseur c{W) est proportionnel d la metrique g'^'^^^ alors 
hiq > 0. De plus dans ce cas h^g = si et seulement si {M,g) est q-plate. 
En particulier, une variete compacte de dimension n = 4q telle que son 
tenseur c{R'^) est proportionnel d la metrique g^'^~^ est d caracterestique 
d'Euler-Poincare non-negative. De plus, Elle est nulle si et seulement si la 
variete est q-plate. 

Rappelons que (?-plate veut dire que la courbure sectionnelle de est iden- 
tiquement nulle. Notons que ce resultat n'est pas public dans mes travaux. 
II se demontre directement a partir du theoreme 13.81 et de la proposition 13.41 
Notons egalement que cette condition est plus forte que la condition (2g)- 
Einstein definie dans le chapitre 2. 



4 Les courbures de Weitzenbock 

L'operateur de courbure de Weitzenbock, note ici par J\f, est le terme 
d'ordre zero (i.e. dependant lineairement de la courbure) dans la celebre for- 
mule de Weitzenbock. Cette formule exprime le Laplacien A sur les formes 
differentielles en termes de la connexion de Levi civita V, precisement : 

A = V*V+Ar. 

Cette formule est importante dans I'etude des interactions entre la geometrie 
et la topologie d'une variete. En effet, il y a une methode qui remonte a 
Bochner et connue sous le nom de theoremes d'annulations, consistant a 
demontrer I'annulation des nombres de Betti d'une variete riemannienne 
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ayant certaines positivites de courbure entrainant la positivite de J\f. Cette 
methode s'applique essentiellement sur les varietes compactes. 
L'operateur Af envoie les p-formes sur elles memes et il est auto-adjoint. Ceci 
permet, par dualite, de le voir comme une forme double. 
Le probleme avec TV est qu'il s'est toujours impose comme une expression 
compliquee de la courbure et done difficilement manipulable. Differ entes 
simplifications de cet operateur existent. Je cite par exemple le formalisme 

de Clifford dans |La-MH [Labi] , le travail de Gallot-Meyer dans |Ga-Me] 

Dans notre contribution jLabllj . on montre une formule simple pour N 
qu'on utilise par la suite pour etudier des proprietes geometriques de cette 
courbure. Signalons que cette formule de M a ete auparavant etablie par 
Bourguignon dans [Bouj . proposition 8.6. A ma connaissance cette formule 
reste malheureusement meconnue et pas utilisee. Pour ma part, je n'ai pris 
connaissance de celle-ci qu'une fois ma preuve achevee. Notre demonstration 
est completement differente et est directe. 



4.1 Courbures sectionnelles de Weitzenbock 

Un calcul direct sans difficultes montre que la courbure sectionnelle du 
tenseur J\f est donnee par 



p n 

AA(eii A A ... A eip;eii A A ... A eip) = ^ ^ K{ei.,et^^ 

j=i k=p+i 



Oh (cjj, ej„) est une base orthonormee de vecteurs tangents et K designe 
la courbure sectionnelle du tenseur de courbure de Riemann R. 
D'autre part, on note que 



p n 



Riei A ej,ei A ej) = ^ cR{ei, Ci) - ^ R{ei A ej, A ej) 

i=l j=p+l i=l *J=1 

= - ^ (^T^^Kei A ... A ep, d A ... A e^). 

II en resulte alors immediatement que la courbure sectionnelle de Weit- 
zenbock coincide avec la courbure sectionnelle de la forme double {^^r^ ~ 



2R}f 



25 



4.2 Structures de courbures de Weitzenbock 

Notons que la forme double {j^^^ — 2R} ^J_2y, satisfait la premiere iden- 
tite de Bianchi, elle a en outre la meme courbure sectionnelle que la structure 
de courbure de Weitzenbock. II suffit alors de demontrer que cette structure 
satisfait elle aussi la premiere identite de Bianchi (voir [Lab 11] ) pour avoir 
une demonstration complete de la formule suivante : 

Proposition 4.1 ( [ BouL ILabll] ) Pour tout p tel que 2 < p < n — 2, le 

tenseur de courbure de la formule de Weitzenbock n'est autre que 

Rappelons que pour p = 1, la forme double TV n'est autre que le tenseur de 
Ricci. 



4.3 Proprietes geometriques 

Pour preciser le degre p de la forme double M, on ecrira Afp. 
Le resultat suivant pent etre demontre aisement, soit en utilisant la formule 
explicite de I'operateur de Hodge etablie dans le premier chapitre soit tout 
simplement en remarquant que les deux formes doubles satisfont la premiere 
identite de Bianchi et ont la meme courbure sectionnelle : 

Proposition 4.2 ( |Labllj ) Pour tout p tel que 2 < p < n — 2, on a 

*Mp = Mn-p. 

En particulier, si n = 2p on obtient *Afp = Afp. 

II est clair que Mp est divisible par gP^'^ et done sa decomposition orthogonale 
sera reduite comme suit : 

Proposition 4.3 ( [Labllj ) Soit R = uj2 + guji + g'^ujQ la decomposition 
standard du tenseur de courbure de Riemann, alors le tenseur Afp se decompose 
suivant [5| comme suit : 

Mp = -g^-'u, + + 5^{^^o}. 

2(p-l) p-l 

Ceci etant bien sur pour tout 2 < p < n — 2. 
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Rappelons qu'une forme double {p,p) satisfaisant la premiere identite de 
Bianchi est a courbure sectionnelle constante si et seulement si elle est pro- 
portionelle a g^. Le corollaire suivant est alors immediat en utilisant soit la 
proposition precedente soit la proposition 1 du chapitre 1. : 

Corollaire 4.4 ( jLabll| ) Pour 2 < p < n — 2, une variete riemannienne 
{M,g) de dimension n est d courbure sectionnelle de Weitzenbock d'ordre 
p constante si et seulement si elle est soit d courbure sectionnelle constante 
soit conformement plate de dimension n = 2p. 

Signalons qu'un resultat du meme type a ete demontre dans [Tac j INasTj . Les 
resultats precedents sont algebriques, i.e. valables en tout point de la variete. 
En particulier, on en deduit un theoreme de Schur pour ces courbures. 
Meme si I'etude de la positivite des courbures sera discutee dans la deuxieme 
partie de ce memoire, je me permettrai, exceptionellement ici, de mention- 
ner quelques remarques sur la positivite de J\fp. 

La positivite de la forme double Mp est bien evidement tres import ante 
dans I'etude des interactions entre topologie et geometrie. II serait done tres 
interessant de comprendre cette condition et en particulier, d'etablir des 
liens avec la positivite des autres courbures. 

Faut-il le rappeler ici que la positivite de Mp est strictement plus forte 
que celle da sa courbure sectionnelle (penser a la positivite de I'operateur 
de courbure de Riemann et de sa courbure sectionnelle). 
On salt deja que la positivite de I'operateur de courbure de Riemann en- 
traine celle de Mp pour tout p, c'est le theoreme de Gallot-Meyer [Ga-Me] . 
Voir aussi [La-Mij pour une preuve simplifiee. Notons aussi qu'une autre 
demonstration simplifiee est possible a partir de la formule de Mp ci-dessus. 
Dans jLabll| on etudie les liens avec la positivite de la p-courbure et celle 
de la courbure isotrope. En particulier, on montre que : 

Proposition 4.5 ( [Labll] ) Pour tout 2 < p < n—2, la contraction complete 
de la forme double Mp est donnee par 



En particulier, la positivite de Mp entraine la positivite de la courbure sca- 
laire. 

D'une maniere similaire, en prenant des contractions jusqu'a I'ordre p — 1, 
on montre que la positivite de Mp entraine une condition de pincement sur 
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les valeurs propres de la courbure de Ricci. 

Dans le cas conformement plat, on etablit la relation suivante entre le tenseur 
de p-courbure et Mp : 

Proposition 4.6 ( |Labllj ) Soit {M,g) une variete conformement plate 
de dimension n, et 2 < p < n — 2. Alors le tenseur J\[p est donne a partir du 
tenseur de p-courbure comme suit : 



Rappelons que dans le conformement plat, la positivite de la p-courbure 

equivaut a celle de son tenseur de p-courbure. En particulier, la positivite de 

la p-courbure entraine alors la positivite de Mn+p . Par consequent, on obtient 

2 ^ 

une deuxieme demonstration plus rapide de notre resultat sur I'annulation 
des nombres de Betti des varietes conformement plates a p-courbure positive 



Afn+p = 

2 n — p — 1 




1 



n— p— 2 



R)}. 



9 



[Labi] . 
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Deuxieme partie 

Variations sur differentes notions 
de positivite de courbures 

5 Positivite de la j9-courbure 

L'etude de la positivite de la p-courbure a ete le sujet auquel etait 
consacre mon premier travail de recherche. Cette courbure est une extension 
de la courbure scalaire proposee par M. Gromov et coincide avec la courbure 
p-vectorielle de E. Cartan, voir |Cart INasT] . Elle est une fonction definie sur 
la p-grassmannienne de la variete en question, qui associe a tout p-plan P, la 
moyenne de la courbure sectionnelle dans la direction du (n — p)-plan ortho- 
gonal. Pour p = 0, ( resp. pour p=n — 2), n etant la dimension de la variete 
en question, on retrouve la courbure scalaire (resp. la courbure sectionnelle). 
La positivite de la p-courbure entraine celle de la (p— l)-courbure, pour tout 
1 < p < n — 2. En particulier, la positivite de lap-courbure est intermediaire 
entre la positivite des courbures scalaire et sectionnelle. 
En ce qui concerne les problemes portant sur la courbure scalaire positive, on 
a maintenant des reponses tres satisfaisantes suite aux travaux de Gromov- 
Lawson [Gr-Laj . Schoen-Yau, Stolz, ... Ceci n'etant absolument pas le cas 
pour la courbure sectionnelle positive. On ignore toujours si par exemple, 
le produit S"^ x S"^ possede ou non une metrique riemannienne a courbure 
sectionnelle positive (conjecture de Hopf). 

Afin de mieux situer mes travaux sur la positivite, je commencerai tout 
d'abord par un rappel de mes resultats de these. Signalons toutefois que les 
resultats sur le groupe fondamental et ceux sur la courbure d'Einstein sont 
posterieurs a ma these. J'ai demontre les resultats suivants, qui generalisent 
des resultats diis respectivement a Gromov-Lawson [Gr-La] . Lawson-Yau 
[La-Ya ] . Bourguignon [Bou] et Lafontaine [Lafl] . : 

Theoreme 5.1 ([LabS]) Si deux varietes compactes de dimension n > 
p + 2> admettent des metriques a p-courbure positive, il en est de meme de 
leur somme connexe. Plus generalement, si une variete compacte admet une 
metrique d p-courbure positive, alors il en est de meme pour toute variete 
obtenue d partir de celle-ci par chirurgies de codimension > p + 3. 

Comme consequence de ce theoreme et en utilisant des techniques de topo- 
logie algebrique, specialement le cobordisme spinoriel de Gromov-Lawson, 
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j'ai demontre des resultats d'existence pour la 1-courbure positive comme 
suit : 

Theoreme 5.2 ( |Lab3| ) 1. Une variete compacte 2-connexe de dimen- 
sion > 7 admet une metrique riemannienne d 1-courbure positive si 
et seulement si elle admet une metrique riemannienne a courbure sca- 
laire positive. En particulier, toute variete compacte de dimension 7 
admet une metrique a 1-courbure positive. 
2. Toute variete compacte, simplement connexe, non-spinorielle de di- 
mension >7et telle que son second groupe d'homotopie satisfait 7r2(y) = 
Z2 admet une metrique riemannienne a 1-courbure positive. 

Ensuite, j'ai utilise a la maniere de Lawson-Yau |La-Yaj les actions des 
groupes de Lie pour faire apparaitre de la p-courbure positive. Le resultat 
est le suivant : 

Theoreme 5.3 ([Lab2]) Si une variete compacte admet une action effec- 
tive d'un groupe de Lie compact simple de rang au moins p+ 1, alors cette 
variete porte une metrique a p-courbure positive. 

En ce qui concerne les obstructions, j'ai demontre un theoreme d'annulation 
des nombres de Betti pour les varietes conformement plates comme suit : 

Theoreme 5.4 ( |Labl| ) 1. Soit {M, g) une variete compacte conformement 
plate de dimension n d p-courbure positive alors les nombres de Betti 
sont nuls du degre au degre 
2. Soit (M, g) une variete compacte conformement plate de dimension n 
d p-courbure non-negative et telle que la cohomologie reelle de degre 
est non nulle, alors {M,g) est soit plate soit isometrique a un 
quotient compact de S^2~ x H^2~ . 

Pour demontrer ces derniers resultats, j'ai bien entendu utilise la formule 
de Weitzenbock mais reformulee en termes des algebres de Clifford selon les 
idees devolopees par Lawson-Michelsohn [La-MiJ . 

Par ailleurs, du fait que le produit d'une sphere de dimension > p + 2 avec 
une variete compacte quelconque admet une metrique a p-courbure positive, 
on en deduit que tout groupe de presentation finie pent etre realise comme 
le groupe fondamental d'une variete de dimension > p + 6 et a p-courbure 
positive. En utilisant notre resultat precedent sur les chirurgies, on a pu dire 
mieux comme suit : 

Theoreme 5.5 ( |Lab5| ) Soit G un groupe a presentation finie et p > 0. 
Alors, pour tout n > p-\- 4, il existe une variete compacte de dimension n a 
p-courbure positive et telle que iti{M) = G. 
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6 Courbure d'Einstein positive 



La courbure d'Einstein est une fonction definie sur le fibre tangent uni- 
taire de la variete en question. Elle est obtenue a partir du celebre tenseur 
d'Einstein de la meme maniere que I'on definit la courbure de Ricci a partir 
du tenseur de Ricci. Elle coincide avec la p-coubure pour p = 1. 
Apres la courbure scalaire et la courbure sectionnelle usuelles, la courbure 
d'Einstein, est la plus importante parmi toutes les autres p-courbures. Sa 
positivite a ete precedemment etudiee mais seulement dans le cadre general 
des autres p-courbures. C'est d'ailleurs pour cette raison qu'on lui a consacre 
une etude a part dans |Lab6] . 

La positivite de la courbure d'Einstein entraine celle de la courbure scalaire. 
A I'heure actuelle, on connait beaucoup de classes de varietes admettant 
des metriques a courbure d'Einstein positive. En revanche, il nous manque 
de trouver des exemples de varietes admettant des metriques a courbure 
scalaire positive mais ne portant aucune metrique a courbure d'Einstein po- 
sitive. Les varietes candidates sont x T", mais jusqu'a present aucune 
demonstration complete n'a pu etre etablie ! 

Rappelons que de tels exemples doivent etre cherches en dehors de la classe 
des varietes compactes 2-connexe et de dimension > 7, voir [Lab31 ILab6| . 
Dans [Lab6| . on a utilise les techniques des surfaces minimales de Schoen- 
Yau dans I'ultime but de trouver des obstructions topologiques a I'existence 
des metriques a courbure d'Einstein positive, en dehors des obstructions deja 
connues pour la courbure scalaire positive. 

Dans deux articles celebres |Sc-Yal| et |Sc-Ya2| . Schoen et Yau ont utilise 
les techniques des surfaces minimales pour obtenir des obstructions topolo- 
giques a I'existence d'une metrique a courbure scalaire positive. Le point cle 
de leur demarche est le result at suivant : 

Theoreme 6.1 Soit {M,g) une variete compacte admettant une metrique 
a courbure scalaire positive et telle que dimM = m > 3. Soit V une sous- 
variete compacte, lisse, de dimension (m — 1), immergee dans M et d fibre 
normal trivial. Si de plus V est un minimum local de la [m — 1) -volume, 
alors V admet aussi une metrique a courbure scalaire positive. 

Le resultat suivant est egalement posterieur a la these oii on a generalise le 
theoreme precedent de la courbure d'Einstein comme suit : 

Theoreme 6.2 f jLab6| ) Soit {M,g) une variete compacte admettant une 
metrique a courbure d'Einstein positive et de dimension m > 4. Soit V une 
sous-variete compacte, lisse, de dimension (m — 2), immergee dans M et 
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d fibre normal globalement plat. Si de plus V est un minimum local de la 
(m — 2) -volume, alors V admet une metrique a courbure scalaire positive. 

Par "fibre normal globalement plat" on entend dire que le fibre normal de 
V possede deux sections globalement paralleles et partout orthonormales. 

Pour completer ce travail, il faudrait demontrer I'existence de telles immer- 
sions pour certaines varietes. En particulier, on ignore toujours si on pent 
immerger le tore comme dans le theoreme dans la variete produit S"^ x . 

7 Seconde courbure de Gauss-Bonnet- Weyl posi- 
tive 

Dans toute la suite on ecrira en abrege SCGBW pour dire seconde 
courbure de Gauss-Bonnet-Weyl. Rappelons, comme on vient de le voir 
dans le chapitre precedent, que les varietes d'Einstein ont leur SCGBW non- 
negative et non identiquement nulle a moins qu'elles soient plates. 
Par ailleurs il nous semble plausible, comme dans le cas de la courbure 
scalaire, que toute variete portant une metrique riemannienne a SCGBW 
non-negative et non identiquement nulle admet aussi une metrique rieman- 
nienne a SCGBW strictement positive. 

Motive par ces faits, on a etudie dans [LabSj . en vue d'une ultime classifi- 
cation, les varietes admettant une metrique a SCGBW positive. 
Dans ce chapitre, on expose notre contribution a ce sujet. 

7.1 Liens avec la positivite des autres courbures 

Le theoreme suivant etabli une relation entre la positivite de lap-courbure 
et celle de la SCGBW. : 



Theoreme 7.1 ([Lab8]) Soit {M,g) une variete riemannienne de dimen- 
sion n > A et a p- courbure non-negative (resp. positive) telle que p > ^. 
Alors, la SCGBW de {M,g) est non-negative (resp. positive). De plus, elle 
est identiquement nulle si et seulement si (M, g) est plate. 

Rappelons que la positivite de la courbure sectionnelle entraine celle de la 
p-courbure pour < p < n — 2. De meme que la courbure isotrope positive 
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entraine la positivite de la p-courbure pour p < n — 4, voir |Lab4j . 



Par consequent, en dimensions superieures, la positivite de la SCGBW 
est plus faible que celle de la courbure sectionnelle ou de la courbure isotrope. 
Precisement, on a 

CoroUaire 7.2 ( |Lab8] ) 1. Si une variete riemannienne de dimension 

> 4 est d courbure sectionnelle non-negative (resp. positive) alors sa 
SCGBW est non-negative (resp. positive). De plus, = si et seule- 
ment si elle est plate. 

2. Si une variete riemannienne de dimension > 8 est a courbure isotrope 
non-negative (resp. positive) alors sa SCGBW est non-negative (resp. 
positive). De plus, h4 = si et seulement si elle est plate. 

Notons que la premiere partie du corollaire precedent generalise un resultat 
de Milnor en dimension 4. 

7.2 Consequences 

II decoule des resultats precedents que les groupes de Lie munis d'une 
metrique biinvariante et les varietes riemanniennes normales homogenes ont 
leurs SCGBW non-negative. De plus, en utilisant nos resultats sur la p- 
courbure |Lab2l ILab3| et le theoreme precedent on a montre les consequences 
suivantes : 

Corollaire 7.3 ( |Lab8] ) 1. Soit G un groupe de Lie compact, connexe, 
de dimension > 4: et de rang r < [ dimG+i j j^y^^^ d'une metrique biin- 
variante b. Alors, {G, b) est d SCGBW positive. 

2. Si G/H est une variete riemannienne normale homogene de dimension 

> 4 telle que le rang r de G satisfait r < ^^lEi^LMlllj alors elle est d 
SCGBW positive. 

3. Si une variete compacte M de dimension > 4 admet une action lisse 
d'un groupe de Lie compact, connexe et de rang r > [^^^iM+i]^ alors 
M admet une metrique riemannienne a SCGBW positive. 

7.3 Conjecture de Hopf algebrique generalisee 

Dans le cas oii la dimension n de la variete M en question est paire, 
la conjecture de Hopf algebrique stipule que la positivite de la courbure 
sectionnelle entraine la positivite de I'integrand de Gauss-Bonnet, i.e. /i„ > 
0. Alors on pent se demander si plus generalement : 
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La positivite de la courbure sectionnelle entraine la positivite de h2k, 
pour tout k tel que 2 < 2k < n? 

Ou du moins dans le cas compact (mais eventuellement les deux problemes 
sont equivalents !) : 

La positivite de la courhure sectionnelle entraine la positivite de la courbure 
totale Jjyj /i2fcdvol, pour tout k tel que 2 <2k < n? 

On sait maintenant que ceci est vrai pour k = 1 et k = 2. Le probleme reste 
ouvert pour A; > 3. 

II est opportun de mentionner que des contre-exemples purement algebriques 
a cette conjecture existent, voir \Gei:\ [Bo-Ka| . En revanche, on ignore tou- 
jours s'il existe une veritable variete riemannienne a courbure sectionnelle 
positive sans que son integrand de Gauss Bonnet soit positive. 

7.4 Submersions riemanniennes et /14 > 

On utilise ici la technique qui consiste a faire varier la metrique de I'es- 
pace total d'une submersion riemannienne pour faire apparaitre la SCGBW 
positive. Signalons que cette technique a auparavant ete utilise par Cheeger, 
Lawson-Yau, Besse ... Le resultat obtenu est le suivant : 

Theoreme 7.4 r |Lab8| ) Soit M I 'espace total d'une submersion rieman- 
nienne. Si M est compact et si les fibres (munis de la metrique induite) sont 
a SCGBW positive alors la variete M admet une metrique riemannienne a 
SCGBW positive. 

Ce resultat admet les consequences directes suivantes : 

CoroUaire 7.5 1. Le produit S^ x M d'une variete arhitraire M com- 
pacte avec la sphere SP,p > 4 admet une metrique riemannienne a 
SCGBW positive. 

2. Si une variete compacte M admet un feuilletage riemannien tel que les 
feuilles sont a SCGBW positive alors la variete admet une metrique 
riemannienne a SCGBW positive. 

3. Si une variete compacte M de dimension > 4 admet une action lisse 
et libre d'un groupe de Lie G compact, connexe et de rang r tel que 

une metrique riemannienne a SCGBW 

positive. 

II resulte immediatement de la premiere partie du corollaire precedent qu'il 
n'y a pas de restrictions sur le groupe fondamental d'une variete de dimen- 
sion > 8 pour porter une metrique riemannienne a SCGBW positive. On 



34 



verra ulterieurement que le meme resultat est vrai aussi pour les dimensions 

> 6. 

7.5 Chirurgies et > 

La stabilite de la courbure scalaire positive sous chirurgies en codi- 
mensions > 3 a ete le point cle de la classification des varietes simple- 
ment connexes a courbure scalaire positive dii a Gromov-Lawson |Gr-La) 
et Schoen-Yau |Sc-Yalj et Stolz |Sto| . On a montre dans |Lab8] un resultat 
similaire pour la SCGBW : 

Theoreme 7.6 ( jLab8| ) Si une varieteM est obtenue a partir d'une variete 
compacte X par chirurgies en codimension > 5, et si X admet une metrique 
riemannienne d SCGBW positive, alors M admet aussi une metrique rie- 
mannienne a SCGBW positive. 

En particulier, la somme connexe de deux varietes compactes de dimensions 

> 5 portant chacune une metrique riemannienne a SCGBW positive, parte 
aussi une metrique a SCGBW positive. 

Comme consequence de ce theoreme, on a montre qu'il n'y a pas de restric- 
tions sur le groupe fondamental d'une variete de dimension > 6 a SCGBW 
positive. Precisement, on a 

CoroUaire 7.7 ( |Lab8] ) SoitG un groupe a presentation finie. Alors pour 
tout n > G, il existe une variete compacte de dimension n portant une 
metrique a SCGBW positive et telle que 7ri(M) = G. 

8 Courbure isotrope positive 

8.1 Introduction 

La courbure isotrope a ete introduite par Micallef et Moore [Mi-Mo| 
pour les varietes de dimension > 4. Cette courbure joue le meme role dans 
I'etude de la stabilite des 2-spheres harmoniques et des surfaces minimales, 
que celui exercee par la courbure sectionnelle dans I'etude de la stabilite des 
geodesiques. 

L'existence d'une metrique riemannienne a courbure isotrope positive sur 
une variete compacte entraine I'annulation des groupes d'homotopie 7rj(M) 
pour 2 < i < [n/2], voir |Mi-Mo| . En particulier, si la variete est en plus 
simplement connexe alors elle doit etre homeomorphe a une sphere. 
II y a une similarite entre la courbure isotrope et la (n — 4)-courbure, oii 
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n est la dimension de la variete en question. En effet, elles se distinguent 
seulement par un terme en la courbure de Weyl, et par consequent, elles 
coincident dans le cas conformement plat. Cette analogie entre ces deux 
courbures est le point de depart de notre contribution [Lab41 ILab5| dans 
I'etude de positivite de la courbure isotrope. Nous allons dans un premier 
temps rappeler la definition de la courbure isotrope. 

Soit {M,g) une variete riemannienne de dimension n. Pour tout m £ M, 
le produit scalaire g sur I'espace tangent T^M, pent s'etendre de deux 
manieres au complexifie T^M (8) C : 

- En tant qu'une forme bilineaire complexe, qu'on notera par g{., .). 

- En tant qu'un produit scalaire Hermitien, qu'on notera par < ., . >. 

Soit R : A^M — > a'^M I'operateur de courbure de {M,g). On notera 
aussi par R son extension lineaire complexe a a'^M (8) C. 
On associe a tout 2-plan complexe P C T^M C sa courbure sectionnelle 
complexe Kc{P) definie par 

< R{v Aw),v Aw > 

^c[P) = n — ~A — 112 ' 

\\v A w\\'^ 

oil {v,w} est une base quelconque de P. On dit qu'un sous-espace vectoriel 
complexe P C T^M (8 C est isotrope si g{v, v) = pour tous les vecteurs 
veP. 

Definition. On dit qu'une variete riemannienne {M,g) est a courbure iso- 
trope positive au pont m S M si Kc{P) > pour tout les 2-plans complexes 
et isotropes dans TmM (g) C. 

Cette definition est equivalente a la condition suivante sur le tenseur de 
courbure : 

-f^(ei, es) + K{ei,e^) + K{e2, 63) + K{e2, 64) > 2i?(ei, 62, 63, 64) (9) 

Et ceci pour tout les vecteurs orthonormes {ei, 62, 63, 64} dans I'espace tan- 
gent T^M. 

Une propriete importante de la courbure isotrope positive est qu'elle est 
conserve par le flot de Ricci. En effet, Hamilton [Ham] a utilise le flot de 
Ricci pour classifier les varietes compactes de dimension 4 admettant une 
metrique a courbure isotrope positive et n'ayant pas d'"espaces formes es- 
sentiels et incompressibles" . Precisement il a demontre que de telles varietes 
sont diffeomorphes soit a S^, RP'^, xS^, S^x soit a une somme connexe 
des varietes precedentes. 
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8.2 Obstructions 

L'existence d'une metrique riemannienne a courbure isotrope positive sur 
une variete compacte entraine des restrictions importantes sur sa topologie. 
En effet, Micallef et Moore |Mi-Moj ont demontre que : 

Soit M une variete riemannienne compacte de dimension n > 4. Si M 
est a courbure isotrope positive alors 7rj(M) = {0} pour 2 < i < [n/2]. En 
particulier, si M est de plus simplement connexe, alors M est homeomorphe 
a une sphere. 

D'autre part, Micallef et Wang [Mi-Waj . et Seaman [Seaj ont demontre I'an- 
nulation du second nombre de Betti dans le cas oii la dimension de la variete 
est paire. On croit que tons les nombres de Betti bk ■ 2 < k < n — 2 de- 
vraient s'annuler, mais pour le moment on n'a pas de demonstration de cette 
conjecture. En revanche, on salt demontrer ce fait dans le cas conformement 
plat |Lab4j . Le resultat est le suivant : 

Theoreme 8.1 ([Lab4j) 1. Soit {M, g) une variete compacte conformement 
plate de dimension n et portant une metrique a courbure isotrope po- 
sitive alors H™'{M, R) = pour 2 < m < n — 2. 

2. Soit (M, g) une variete compacte conformement plate de dimension n 
a courbure isotrope non-negative et telle que H'^{M,'R) ^ alors soit 
{M,g) est plate soit elle est revetue par S*""^ x H^. 

Notons que des resultats du meme type ont aussi ete demontres par Naya- 
tani |Nay| et Mercuri-Noronha |Me-Noj . 

Finalement, I'exemple de 5^ x 5", n > 3, montre que le groupe fondamental 
d'une variete a courbure isotrope positive pent etre infini. En plus, parce 
que la courbure isotrope positive est conservee par I'operation de sommes 
connexes, le groupe fondamental pent etre assez grand. En contre partie. 
Eraser [Era] a demontre, en utlisant les techniques de surfaces minimales, la 
restriction suivante sur le groupe fondamental : 

Soit M une variete riemannienne compacte de dimension n > 5 a courbure 
isotrope positive. Alors, le groupe fondamental de M ne contient pas de 
sous-groupes isomorphes a Z © Z. 

8.3 Constructions 

Par ailleurs, concernant les constructions de metriques a courbure iso- 
trope positive, Micallef et Wang |Mi-Wa| ont demontre le resultat suivant : 
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La somme connexe de deux varietes de dimensions > 4 et portant chacune 
une metrique a courbure isotrope positive, porte aussi une metrique a cour- 
bure isotrope positive. 

En utilisant les techniques de submersions riemanniennes, on a demontre les 
constructions suivantes : 

Theoreme 8.2 ( {Lab4| ) Soit vr : {M,g) une submersion rieman- 

nienne sur le cercle, ou M designe une variete riemannienne compacte de 
dimension > 4. 

Supposons que les fibres de vr (munis de la metrique induite) satisfont la 
condition de positivite (A) ci-dessous, alors, M porte une metrique a cour- 
bure isotrope positive. 

Oil (A) designe la condition suivante sur le tenseur de courbure : 

K{ej,ek) + K{ej,ei) >\ R{ei,ej,ek,ei) |, (A) 

pour tous les vecteurs tangents orthonormes {cj, Cj, Cfc, e/}. 

Notons que, la celebre condition de i-pincement stricte qui porte sur la 
courbure sectionnelle entraine la condition de positivite (A). De plus, la 
condition (A) entraine en meme temps la positivite de la courbure isotrope 
et celui de la courbure de Ricci. Enfin, en dimension 3, la condition (A) 
est equivalente a la positivite de la courbure de Ricci. En particulier, on 
obtient : 

CoroUaire 8.3 ( |Lab4] ) Soit vr : {M,g) — > une submersion rieman- 
nienne sur le cercle, ou M designe une variete riemannienne compacte de 
dimension 4. 

Supposons que les fibres de vr (munis de la metrique induite) sont a courbure 
de Ricci positive alors M porte une metrique a courbure isotrope positive. 

Comme consequence des resultats precedents on obtient les exemples sui- 
vants de varietes admettant des metriques a courbure isotrope positive : 

1. Soit F une variete de dimension > 3 portant une metrique rieman- 
nienne g qui satisfait la condition de positivite (A). Soit (j) £ Isom{F, g) 
et soit p : Z — > Isom{F x R) definie par 

n — > (t)n{x,t) = ((/>"(x),t + n). 

La variete M = est alors I'espace total d'une submersion rieman- 
nienne et satisfait les hypotheses du theoreme. Elle admet done une 
metrique a courbure isotrope positive. 
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2. Soit M une variete compacte de dimension > 4 et admettant un 
feuilletage riemannien de codimension 1 tel que les feuilles, munis de 
la metrique induite, satisfont la condition (A), alors M admet une 
metrique a courbure isotrope positive. 

3. Si une variete compacte de dimension 4 admet une action libre et lisse 
du groupe SU{2) on S0{3) alors elle admet une metrique a courbure 
isotrope positive. 

Remarquons que le dernier resultat ne se generalise pas au cas d'une action 
non libre. En efFet, 5^ x S*^ admet une action effective du groupe 50(3), 
mais elle n'admet aucune metrique a courbure isotrope positive. 

8.4 Chirurgies et courbure isotrope positive 

Du fait de I'analogie existante entre courbure isotrope et (n— 4)-courbure, 
on pent esperer que les resultats de chirurgies demontres pour la p-courbure 
|Lab3| se generalisent au cas de la courbure isotrope positive. Precisement, 
on pent s'attendre a ce que la courbure isotrope positive soit stable sous 
chirurgies en codimension > n — 1. D'autant plus qu'une telle stabilite a ete 
annoncee, sans demonstration, dans [Groj. Cette question a fait I'objet de 
Particle |Lab5] . Dans lequel on a demontre la stabilite de la courbure isotrope 
positive sous une chirurgie de codimension n, i.e. sous sommes connexes. Ce 
resultat a ete premierement demontre par Micallef-Wang en utilisant les 
techniques de Schoen-Yau |Sc-Yalj . Notre demonstration etait a la maniere 
de Gromov-Lawson [Gr-La] . 

Mais malheureusement, la stabilite sous une chirurgie en codimension n — 1 
n'a pas en general toujours lieu. En effet, on montre qu'un tel resultat en- 
trainerai alors que tout groupe a presentation finie pent etre realise comme 
le groupe fondamental d'une variete a courbure isotrope positive (de dimen- 
sion suffisamment grande). Ce qui vient contredire le resultat de Eraser cite 
ci-dessus. 
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Troisieme partie 

Perspectives de recherches 



Comme dans tout travail de recherche mathematiques, le point de depart 
est un probleme souleve au bout duquel se ramifient d'autres questions 
naturelles. L'arbre porte un reve au bout de chaque branche et le 
chercheur avance au gre des rameaux. Si I'on ignore le lieu et le temps ou 
on atteindra le fruit, on a au moins la certitude de notre apport en 
oxygene a Varbre ramiBe de la recherche et aussi d'en etre un element. 

Les ramifications naturelles a mes recherches sont les suivantes : 



A. Obstructions topologiques pour /i4 > : 

Un des problemes de grande importance en geometric contemporaine 
est I'etude des varietes d'Einstein. Ce projet se situe dans cette direction 
puisque les varietes d'Einstein ont leur seconde courbure de Gauss-Bonnet- 
Weyl non-negative et non identiquement nulle a moins qu'elles soient plates. 
Et ceci, rappelons le, independement du signe de la constante d'Einstein. 
Dans ce projet, il s'agit d'abord de demontrer qu'une variete compacte ad- 
mettant une metrique a courbure /14 > non identiquement nulle porte aussi 
une metrique a /i4 > 0. 

Ensuite, on doit chercher des obstructions topologiques (comme dans le cas 
de la courbure scalaire) a I'existence des metriques a /i4 > 0. 
De tels resultats seraient tres interessants dans le sens oii ils prouveraient 
I'existence de varietes en dimensions superieures sans metriques d'Einstein. 
Une autre voie possible de recherche pour ces obstructions, est de considerer 
I'analogue polyedral de h^. C'est une mesure portee par le squelette de co- 
dimension 4 du polyedre en question. Pour des approximations polyedrales 
convenables d'une variete riemannienne, ces mesures discretes convergent 
en mesure vers I'integrand /i4dvol. Voir les travaux de Cheeger, Miiller et 
Schrader |CMS| et le compte-rendu de Lafontaine |Laf2| . 
II s'agit done d'etudier les proprietes de positivite de ces analogues polyedraux. 
En particulier, de voir si on pent avoir des theoremes d'annulation des 
nombres de Betti. 



40 



B. Le probleme de Yamabe generalise : 

Ce probleme a deja ete aborde dans ce texte. Le lecteur de ccs lignes 
est invite a se referer done au chapitre 2 pour les motivations. II s'agit ici 
d'etudier la conjecture suivante : 

Dans toute classe conforme d'une metrique riemannienne sur une variete 
C°° compacte donncc, il existe une metrique riemannienne a courhure de 
Gauss-Bonnet-Wcyl /i2fc constante. 

C. Theoreme d'annulation pour la courhure iso- 
trope positive 

L'objectif ici est de demontrer que la positivite de la courbure isotrope 
sur une variete compacte de dimension n > 4 entraine I'annulation des 

nombres de Betti bi de la variete pour 2 < i < n — 2. 

Ce probleme est motive d'une part par I'analogie existante entre courbure 
isotrope et (n — 4)-courbure et d'autre part par le fait que le tenseur de 
p-courbure apparait naturellement dans I'operateur de courbure de Weit- 
zenbock. Signalons qu'on a deja demontre ce resultat pour une metrique 
conformement plate. 

D. Conjecture de Hopf algebrique generalisee 

Ce probleme a deja cte aborde et motive anterieurement dans ce projet. 
Je me contenterai ici du simple enonce de cette perspective de recherche : 
La positivite de la courbure sectionnelle entraine t-elle la positivite de h2k, 
pour tout k tel que 2 <2k <n? ou n designe la dimension de la variete en 
question. 

Dans le cas compact, on espere demontre une version faible de ce probleme 
(mais eventuellement les deux problemes sont equivalents !) : 
Pour une variete compacte, la positivite de la courbure sectionnelle entraine 
la positivite de la courbure totale Jj^ ^2fedvol, pour tout k tel que 2 <2k < 

n 7 

Ceci etant vrai pour /c = 1 et A; = 2, voir chapitre 2. Le probleme reste 
ouvert pour A; > 3. 
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E. Varietes {p, g)-Einstein : 

Le but de cette recherche serait d'etudier les generahsations naturelles 
suivantes des metriques d'Einstein. 

Pour 1 < p < 2q, on dira qu'une variete riemannienne de tenseur de courbure 
R est {p, g)-Einstein si son tenseur de Ricci generahse c^'^'^R'^ est propor- 
tionnel a la metrique g^. On retrouve les varietes d'Einstein usuels pour 
p = g = 1 et les varietes (2g)-Einstein (discutees dans le chapitre 2) pour 
p = 1. 

On connait deja une caracterisation de cette condition : 

Proposition 8.4 ( [Lab7| ) Pour 1 < p < 2q, une metrique riemannienne 
est {p,q)- Einstein si et seulement si pour tout 1 < i < min{p, n — p} on 
a uJi = 0. Oil les Ui sont les composantes de R'' suivant la decomposition 

Pour p = q = 1, on retrouve la caracterisation classique des varietes d'Ein- 
stein usuelles par I'annulation de la composante iOi du tenseur de courbure 
de Riemann. 

Aussi, il en resulte immediatement de notre etude que si une variete com- 
pacte de dimension n = Aq est {2q — 1, g)-Einstein alors sa caracteristique 
d'Euler-Poincarre est non-negative. 

Ce dernier resultat generalise une propriete bien connue pour q = l- 
Remarquons que la condition (p, g)-Einstein entraine (p — 1, g)-Einstein pour 
tout p > 2. 

Pa ailleurs, si la dimension de la variete est telle que n = 2q, alors toute 
variete est {p, q)-Einstein. Done, une telle condition n'est pas vide que si 
2q < n. 

Une question qui me semble interessante serait de trouver une classification 
des varietes qui sont (p, g)-Einstein pour tout \ < q < n/2 et tout 1 <p <2q 
(il suffit de prendre p = 2q — 1). 

Cette question generalise, aux dimensions superieures, le probleme de clas- 
sification des varietes d'Einstein en dimension 4. 

Notons finalement que les metriques en question ici ne sont pas, en general, 
critiques au sens de Bleecker [Ble] . 

F. Varietes conformement plates generalisees : 

Comme dans la perspective de recherche precedente, la aussi les ques- 
tions ne sont pas tres precises. II s'agit d'etudier une classe de metriques 
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generalisant les metriques conformement plates. 

Rappelons qu'une metrique est conformement plate (en dimension > 4) si 
son tenseur de courbure de Riemann est divisible par la metrique. Elles sont 
caracterisees par I'annulation de la composante uj2 dans la decomposition 
orthognale en composantes irreductibles de R. En particulier, une variete 
d'Einstein conformement plate est necessairement a courbure constante. 
Par analogic, on dira qu'une variete riemannienne de dimension n est de 
classe C{p,q) si son tenseur de Gauss-Kronecker R'^ est divisible par gP. 
Pour p = q = 1, on retrouve les metriques conformement plates usuelles. 
Pour p = 1 et q > 1, cette condition est invariante sous un changement 
conforme de la metrique. De telles metriques sont alors dites q-conformement 
plates et ont ete partiellement etudiees par Nasu dans |Nas21 INas3] . 
Les metriques de classe C{p,q) sont caracterisees par I'annulation des com- 
posantes ijJi dans la decomposition orthogonale en composantes irreductibles 
de Ri = -lo a'^'^'^^i pour 2q-p<i<2q. 

On deduit alors que, pour tout q telle que 2q < n, si une metrique est a la 
fois (g, g)-Einstein (voir la section ci-dessus) et de classe C{q,q) alors elle 
est a (7-courbure sectionnelle constante. 

G. Obstructions pour la courbure d'Einstein posi- 
tive 

La question ici est de trouver des classes de varietes portant des metriques 
a courbure scalaire positive mais qui n'admettent aucune metrique a cour- 
bure d'Einstein positive. La variete produit 5^ x T^, et plus generalement 
le produit 5^ x T", n > 2 sont des candidats naturels. 

H. Multiformes 

Cette perspective de recherche se presente comme la suite de mes tra- 
vaux sur les formes doubles. 

Rappelons q'une forme double to E A*pV ® A*''V pent etre consideree 
comme une p- forme ordinaire mais a valeurs vectorielles dans A*'^V. Cette 
consideration permet d'etudier les doubles formes a partir des formes. Elle 
a ete utilisee par de nombreux auteurs, je cite par exemple \Bes\ IBou) . 
Par ailleurs, certains de nos resultats sur les formes doubles peuvent etre 
generalises au cas des formes doubles a valeurs vectorielles. Un exemple de 
telles formes doubles est la seconde forme fondamentale d'une sous-variete 
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de codimension > 2. 

Ceci permettrait d'etudier les "formes triples" . Ces derniers etant les elements 
de I'espace K^W A*W O A*^y. 

II serait alors interessant d'etudier en toute generalite les multiformes i.e. les 
elements des produits A*P'^V(g)A*P'^V^...^A*P'~V. En particulier, I'operateur 
de Hodge pent etre generalise de 2*" — 1 differentes manieres aux multiformes 
d'ordre r (en le faisant operer a chaque fois sur differents facteurs du produit 
tensoriel). 

Notons que tout tenseur de rang arbitraire pent etre vu comme une multi- 
forme. Certains aspects de ces problemes ont ete recemment etudies par le 
physicien theoricien J. M. M. Senovilla dans une serie d'articles. En parti- 
culier, il a utlise des extensions du produit de Hodge et du produit interieur 
aux multiformes pour definir, a partir d'un tenseur T donne, des tenseurs 
symetriques dites de super-energie. Ces tenseurs sont quadratiques en T et 
generalisent les tenseurs dits de Bel et de Bel-Robinson, voir |Sen| et les 
references qui y sont citees. 

I. Courbures negatives 

Suite aux travaux de Lohkamp [Lohj . on salt maintenant que toute 
variete compacte admet des metriques a courbure de Ricci negative et done 
en particulier des metriques a courbure scalaire negative. II serait alors 
interessant de prouver la meme propriete pour la seconde courbure de Gauss- 
Bonnet- Weyl, courbure d'Einstein, p-courbures, courbure isotrope et pour 
les courbures sectionnelles de Weitzenbock. 
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A Annexe : Remarques sur la geometrie des tubes 



Durant une operation de chirurgie sur une variete riemannienne lelong 
d'une sous- variete plongee [Gr-Lal ILab31 ILabSj . on remplace la metrique 
(ancienne) induite par I'application exponentielle sur un voisinage tubulaire 
de la sous- variete plongee par la metrique de Sasaki. Dans cet appendice on 
presente les resultats de [Lab 10) ou on a etudie le comportement de ces deux 
metriques au voisinage de la section nulle du fibre normal. 
Soit (X, g) une variete riemannienne de dimension n + p et M une 
sous- variete (compacte) plongee de dimesion n dans X. Soit 

= {{x, v) : X e M,v e N^M and g{v, v) < e^} 

un tube de rayon e autour de M. II existe eo > tel que exp : ^ X, est 
un diffeomorphisme sur son image pour tout e < eo. Soit exp*g le pull-back 
de la metrique g sur X. 

Le sous-fibre normal pent etre aussi muni d'une deuxieme metrique 
naturelle, a savoir celle de Sasaki. C'est la metrique h compatible avec la 
connexion normale telle que la projection naturelle vr : (T^ , /i) — > {M,g) soit 
une submersion riemannienne. 

Soit (p, rn) E T^, oii r < eo et n un vecteur normal unitaire en p. Notons 
par An I'application de Weingarten de la sous-variete M definie dans la 
direction de n. 

Le resultat suivant montre que ces deux metriques sont en generale tangentes 
que jusqu'a I'ordre 1. Elles le sont a I'ordre deux si et seulement si la sous- 
variete M est totalement geodesique dans {X, g) . 

Theoreme A.l ( jLablOj ) Soit R le tenseur de courbure de Riemann de 
{X,g). Alors pour tout ui,U2 G T^p^rn)'^e, on a 

exp*g{ui,U2) = h{ui,U2) - 2g{AniT^ui,Tr^U2)r 

2 

+ {g{AniT^ui, An'n:^U2) + i?(7r*ni, n, 7r*n2, n) + -i?(7r*ui, n, Ku2,n) 

2 1 

+-R{TT^,U2,n, Kui,n) + -R{Kui,n, Ku2,n)]r'^ + O(r^). 

Ou TT* et K representent respectivement la differentielle de vr et I'application 
de connexion. 
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Remarque. Notons que dans [Gr-Laj . au debut de la preuve du lemme 2 
page 430, il a ete affirme que les metriques exp*^ et h sont suffisamment 
proches dans la topologie quand r — >■ 0. La meme erreur est dans [ Lab3j . 
Ceci n'affecte pas les resultats correspondants dans les deux articles, voir 
[Labs] , 

Une maniere rapide pour ce rendre compte de cette propriete est comme 
suit : pour la metrique h, la section nulle M > Tg est totalement geodesique 
(car pour une submersion riemannienne le releve horisontal d'une geodesique 
est une geodesique). D'autre part, la section nulle M ^ Tg est totalement 
geodesique pour la metrique exp*^ si et seulement si M est totalement 
geodesique dans {X,g). 

Dans le cas ori I'espace ambiant {X,g) est I'espace Euclidien M", on montre 
la relation simple suivante entre les deux metriques : 

Theoreme A. 2 ([LablO]) Soit M une sous-variete plongee dans I'espace 
Euclidien, alors pour tout ui,U2 E T^p ^-^^Te, on a 

exp*g{ui,U2) =h{ui,U2) - 2g{AnTT^ui,Tr^U2)r + g{AnTr^ui, An7T^U2)r'^ . 

On demontre des resultas similaires dans le cas oii {X,g) est a courbure 
constante arbitraire, voir [LablOj . 
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